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Resumo

Neste trabalho é apresentada uma solucdo para um problema de adveccao e difusédo
bi-fluxo em dominio espacial unidimensional, usando o Método de Diferencas Finitas,
programado no software R e distribuido na plataforma CRAN (AdvDif4). Além do termo de
transporte advectivo e da difusdo primaria (correspondente ao fluxo de Fick), a equacao de
difuséo bi-fluxo inclui um termo correspondente a retengéo ou fluxo secundério. O problema
foi solucionado para diferentes condi¢Ges iniciais e de contorno, e os resultados sdo

compativeis com os apresentados em trabalhos anteriores.
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Abstract

In the present work it is presented a solution for a unidimensional spatial domain bi-flux
diffraction and advection problem using the Finite Differences Method, programmed in the
software R and distributed by CRAN (AdvDif4). In addition to the term of advective transport
and primary diffusion (corresponding to the Fickian flux), the bi-flux diffusion equation
includes a term corresponding to the retention or secondary flow. The problem was solved
for different initial and boundary conditions, and the results are compatible with those

presented in previous studies.
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Introducéo

Em pesquisa recente foi desenvolvida uma formulagdo analitica para descrever o
comportamento do processo difusivo com retencdo parcial do fluxo (BEVILACQUA et al.
(2011a, 2011b, 2013), pois apesar da difusdo de um soluto em um meio continuo ser
usualmente descrita pela lei de Fick, existem aplicacdes nas quais outras formulacdes sao
necesséarias (VASCONCELLOS et al., 2016). Cabe citar como exemplo de aplicacdo o
transporte de cascalho no leito de rios foi abordado por Ganti et al. (2010) como um

processo de difusdo anémala.

A equacdo de difusdo andmala foi solucionada por Silva et al. (2014) com o uso da
rotina NDSolve disponivel no software Mathematica. Posteriormente foi realizado um estudo
de sensibilidade para estimar os parametros relacionados a formulacéo de difusdo anémala.
Foram desenvolvidas solucdes para o problema inverso de difusdo andémala utilizando
métodos de inferéncia Bayesiana e de maxima verossimelhanca (KNUPP et al., 2016;
SILVA et al., 2013, 2014).

Vasconcellos et al. (2016) desenvolveram uma solucéo para o problema estacionario
utilizando o Método de Volumes Finitos para resolver a equagéo de difusdo anémala, tendo
dedicado particular atencdo as dificuldades numéricas relacionadas as condi¢cdes de

contorno (Dirichlet, Neumann e Robin).

Objetivo

Foram observados casos em que a solugéo do problema de difusdo bi-fluxo resulta em
valores negativos para a funcdo modelada em determinadas posi¢cdes do dominio espacial e
onde apenas valores positivos teriam significado fisico. O presente trabalho aprofunda o

entendimento de tais ocorréncias variando os coeficientes associados com a difusao.

Metodologia
Formulacédo da Equacao de Difuséo Bi-fluxo

No presente trabalho, visando possibilitar 0 uso em tais aplicagfes de transporte, foi

desenvolvida uma solucdo para os problemas de interesse
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onde ¢ € a concentracdo de soluto ou o numero de individuos em uma populacdo, x
representa a coordenada espacial, t € o tempo, v representa a velocidade, § é a parcela da
propriedade sujeita a difusdo primaria e (1 — ) é a parcela retida ou associada a difusao
secundéria, e K, e K, sao parametros relacionados a difusdo primaria e secundaria

respectivamente.

Com objetivo de evitar os valores negativos na solugdo da Equacao (1), foi
desenvolvida a possibilidade de variar o parametro f em funcdo de ¢. Tal formulacao
afetara tanto a difusdo primaria quanto a secundéaria, caracterizadas por K, e K,
respectivamente. Entéo, visando permitir a variagdo de 3, foi necessério rever a Equagéo (1)

e a partir de Bevilacqua et al. (2013),

2= vk - Kz [pa-H Y @

utilizando a regra da cadeia,

o B2 52 [ -2 22 4 g2 ®

o ~ . : A . d .
Na proxima sec¢éo sera descrito como o parametro e sua derivada £ serdo tratados

numericamente.

A funcéo B(¢)

Considerando o interesse em solucionar situagdes nas quais (¢ = 0) = 1 (eliminando
o efeito da difusdo secundéria) e, portanto, eliminando o fluxo secundéario de retencao, foi

implementada a formulacéo de g representando a funcéo sigmodide dependente de ¢ (x, t)

B(P) = Bmax — % 4)
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onde Bmax: Bmin, ¥ € ¢o S0 parametros que definem a funcdo sigmoide, e sua derivada

analitica é dada por

9 _ _ _p._Y(¢-d0)
¢ - V(,Bmax ,Bmln) [1+e_7(¢_¢0)]2 (5)

como apresentado na Fig. 1 abaixo.
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Figura 1: Grafico da funcao sigmoide e sua derivada para diferentes valores dos parametros
$o €Y (Bmax = 1,0 € Brmin = 0,2).

A solucdo do problema de difusé@o bi-fluxo foi obtida usando o Método de Diferencas

Finitas (MDF) programado no software R . Adotou-se uma solucdo atrasada no tempo para

% . , . E+AE ~ ¢ %t+At ~ %t .
pe 5. Isto €, considerando 8 =pte " = A partir de
98 _ 9B 3¢
x 8¢ ox (6)

Solugdo Numérica para o Problema de Difuséo Bi-fluxo com o Método de Diferencas Finitas

Foi utilizada para solugdo numérica o Método de Diferengas Finitas da equacgéo
diferencial (3), a partir de discretizagcdes no tempo e espaco, e aproximagdes para cada

termo de acordo com expansfes em seérie de Taylor.

A Figura 2 apresenta o esquema adotado para representar a discretizagdo do dominio

espacial.
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Figura 2: Esquema para representacéo da discretizac&o espacial.

N&s no interior do dominio

A seguir sdo apresentadas as equacdes de diferencas (6-9) adotadas para a solucéo
do problema de adveccéo e difuséo bi-fluxo correspondente & Equacéo (3), Vasconcellos et
al. (2016),

2 = W +0(AD) (7)
f;_i) . ~ ¢3/w—8¢€/;8¢g_8¢ge +0(AxY) (8)
327? Xp = _¢€/W+16¢€/;23A0x¢;g+16¢3_¢ge + O(Ax4) (9)
‘%‘f . = % +0(Ax%) (10)
3‘% . ~ ¢\%w—4¢€;+2i2—4¢3—¢§e +0(Ax?) (11)

Neste trabalho foi adotado um esquema implicito para resolver as equacdes de
diferencas finitas, ou seja, 6 =t + At nas Equagbes (8-11). Assim, a cada passo de tempo
At os valores da fungdo ¢ foram calculados através da resolugdo de um sistema de

equacdes algébricas lineares Ax = b, no qual a matriz A é pentadiagonal.

N6és na fronteira do dominio
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A solucéo do problema depende do conhecimento de duas condi¢bes de contorno em
cada extremo do dominio espacial. Sendo assim, com base em Silva et al. (2013) e
Vasconcellos et al. (2016) foram implementadas combinac¢des das seguintes condicbes de
contorno: (i) valor da funcdo conhecido (Dirichlet); (ii) primeira derivada conhecida
(Neumann); (iii) segunda derivada conhecida; e (iv) combinacdo conhecida do valor da

funcéo e da derivada primeira (Robin).

Wio@lx=o + Wiy % o + wiz 227 o fw1 12)
WaoPlx=0 + W21 %|x:0 + wa; 227(5 o fw2 (13)
e10¢lx=r +e11 %LC:L 12 227(5 = fer (14)
e200lx=1 + €21 %LC:L t+ ez 227(5 L fez (15)

onde L € o comprimento do dominio espacial. Assim, determinando adequadamente as
variaveis wyg, w1, Wiz, Wag, Wy, Wy,, bem como as fungdes f,,, € f,» nas Eqgs. (12 e 13), é
possivel representar diferentes condi¢des na fronteira esquerda. Para representar a fronteira
direita s&o definidos os valores ey, €11, €12, €20, €21, €22, DM como as funcdes f,; e f,, nas
Egs. (14 e 15).

Resultados e Discussao

A solugdo do problema de advecgdo e difuséo bi-fluxo foi obtida com o Método de
Diferengas Finitas utilizando o software R (R CORE TEAM, 2017) e o software esta
disponivel para download na plataforma CRAN sob o nome “AdvDif4” (Lugon Jr. et al,,
2018).
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Descricao dos estudos de caso

Com objetivo de avaliar diferentes estudos de caso, foram considerados dois

problemas com as condi¢cfes iniciais e de contorno (c.c.) descritas na Tabela 1, que

correspondem a situacgdes idénticas aquelas tratadas por Silva et al. (2014).

Tabela 1: Problemas estudados

Condicéo

Problema A

Problema B

Condicéo Inicial

B, 6l = sin (Tx)

100

d(x, )= = [sin (%x)]

x=0,CC. 1 d(x, )] 20 =0 P, )20 =0
02 a
x=0,C.C.2 —(f =0 —¢ =0
ax%| 0x =g
x=0
x=L,CC.1 dCc, )=, =0 ¢(x, )]z, =0
02 a
x=L,C.C.2 —(f =0 —¢ =0
0x = ox x=L
x=L
Tempo final ¢, 100 1,0

A funcéo sigmdide foi para B(¢) foi definida com B4 = 1,0, Bmin = 0,2, ¥y = 2500 e
¢o = 0,001. Em todas as simulacdes realizadas, o tempo de observacéo foi discretizado em

1000 intervalos e o dominio espacial em 100 intervalos.

O tempo computacional em um notebook com processador Intel (R) Core i5-5200U

C.C. Condicéo de Contorno

CPU @ and 2.20GHz foi de aproximadamente 0,6s para cada simulacao realizada.

As solugdes dos Problemas A e B apresentados na Tabela 1 foram avaliadas com sete

diferentes conjuntos de parametros, sendo que para todos os casos L = 1,00 e 0s outros

parametros estdo apresentados na Tabela 2.
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Tabela 2: Parametros usados para os estudos de caso

A B
Problema

Casol | Caso2 | Caso3 | Caso4 | Caso5 | Caso6 | Caso7

B 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 B(#)
Eqg. (4)
K, 1,0E-3 1,0E-3 1,0E-3 1,0E-3 1,0E-3 1,0E-3 1,0E-3
K, 1,0E-5 0,0 1,0E-5 1,0E-5 0,0 1,0E-5 1,0E-5

v 0,00 0,01 0,01 0,0 0,20 0,20 0,20

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos nos casos 1 e 4, ou seja, considerando

uma velocidade igual a zero, v = 0, e com valores tipicos j& utilizados na literatura para os

outros parametros (SILVA et al.,, 2013, Vasconcellos et al.,, 2016) e, portanto, com

comportamento conhecido para fins de validacgéo.
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Figura 3: Solugéo para os casos 1 e 4 (sem advecgéao).
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Observa-se a perfeita simetria nas solucdes obtidas para as duas condic¢des iniciais,

um resultado que também é consequéncia das condi¢bes de contorno adotadas para os

dois problemas. E importante notar os valores negativos para ¢(x,t) que aparecem como

resultado do fluxo secundario com g = 0,2, isto é constante.

A Figura 4 mostra os resultados obtidos para os casos 2 e 5, ou seja, eliminando a

difusédo secundaria fazendo K, = 0,0, e com adveccao com velocidade conhecida v = 0,01

e 0,2, respectivamente.
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Caso 2) v=0,01 t=0 ... linha vermelha Caso 5) v=0,20 t=0 ... linha vermelha
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Figura 4: Solugéo para os casos 2 e 5 (com 8 = const, com adveccéo e difusdo primaria).

No Problema A (caso 2), a condicdo de contorno estabelecida para a segunda
derivada é igual a zero, mas a primeira derivada é desconhecida, resultando em um
decréscimo da inclinagcéo ao longo do tempo do lado direito do grafico. No Problema B (caso
5), a condicdo de contorno define que a primeira derivada € nula, ajudando a manter a

simetria da onda ao longo do trajeto no segundo grafico.

A Figura 5 mostra os resultados obtidos para os casos 3 e 6, considerando a presenca

de todos os trés fendbmenos modelados (adveccéo, difusdo priméria e secundaria).

Case 3) v=0,01 t=0 ... linha vermelha Caso 6) v=0,20 t=0 . linha vermelha
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Figura 5: Solugéo para os casos 3 e 6 (com 8 = const, advecgdo, difusdo primaria e

secundéaria).

E possivel observar o efeito da difusio secundaria quando se compara as Figs. 5 e 4.
Destaca-se o0 aumento da retencdo, no Problema A, que pode ser percebido através da
diferenca na inclinagdo das curvas do lado direito dos gréficos. No Problema B, é possivel
observar o efeito de retengdo proporcionado pela difusdo secundéaria ao perceber o aumento
na largura da onda advectada. Novamente, pode-se observar valores negativos de ¢(x,t)

gue ocorrem a partir do fluxo secundério quando g = 0,2.
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A Figura 6 apresenta os resultados no caso 7, isto €, adotando a func¢éo sigmoide para

representar S(¢) com todos os fendbmenos, adveccao, difusdo primaria e secundaria.

Caso 7) v=0,20 =0 linha vermelha
K2=10E-3
K4=10E-5 25,0,50,0,75 and 1 nha verde
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Figura 6: Solugéo para o caso 7 (com B(¢), adveccdo, difusdo primaria e secundaria).

O efeito de retengdo pode observado quando se compara as Figs. 6 e 3(b). E
importante notar a diferenca entre as Figs. 4(b) e 6, ou seja, na ultima a solu¢do é sempre

positiva, mas o0 modelo mantém o efeito de retencéo proporcionado pelo fluxo secundério.

Conclusdes

As solugdes numeéricas obtidas para os estudos de caso considerados permitiram
avaliar separadamente o efeito advectivo, da difuséo primaria e da secundaria em diferentes
condicdes iniciais e de contorno. Além disto, a implementacédo da variacdo de S(¢) com a
funcdo sigmdide proporcionou o efeito de retencdo pela difusdo secundéria e evitou o

aparecimento de valores negativos na solugéo.

Com a solugdo desenvolvida, serd possivel adotar o novo modelo de adveccdo e
difusdo andmala e estimar os coeficientes com técnicas estocésticas disponibilizadas na
plataforma CRAN, tais como DEoptim (Ardia et al., 2010), SAGen (XIANG et al., 2013),

utilizando dados experimentais para aplica¢cdes com efeitos de retencéo.

Para a solugdo de problemas inversos, busca-se com frequéncia solucdes para os
problemas diretos correspondentes que sejam acurados e obtidas com tempo

computacional reduzido. A solugdo aqui apresentada atende estes requisitos.
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Anexo

O software para solucdo do problema de adveccdo e difusdo bi-fluxo utilizando o
Método de Diferencas Finitas esta disponivel para download na plataforma CRAN sob o
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nome “AdvDif4” na versdo 0.0.18. Abaixo estd um dos scripts utilizados para gerar 0s

gréficos do trabalho.

#
# funcdes para determinar o parametro beta e sua derivada
# Funcédo Beta
fbeta<-function(p)
{f<-0.2
return(f)}
# Funcdo para derivada de Beta
dbetadp<-function(p)
{f<-0
return(f)}
# Coeficientes de difuséo
k2<-1E-3
k4<-1E-5
# Condicao Inicial
fl<-function(x)
{ f<-sin(pi*x)
return(f)}
# velocity
v<-0.0
# Definicdo da discretizacao espacial e temporal
I1<-1
m<-100
tf<-100
n<-1000
fn<-f1
# Condicdes na fronteira esquerda
wl0<-1
wll<-0
wl2<-0
w20<-0
w21<-0
w22<-1
fwl<-function(t)
{ f<-0
return(f)}
fw2<-function(t)
{ f<-0
return(f)}
# Condicdes na fronteira direita
elO<-1
ell<-0
el2<-0
e20<-0
e21<-0
e22<-1
fel<-function(t)
{ f<-0
return(f)}
fe2<-function(t)
{ f<-0
return(f)}
parm=c(k2,k4,v,1,m,tf,n,wl0,wll,wl2,w20,w21,w22,e10,ell,el2,e20,e21,e22)
func=c(fbeta=fbeta,dbetadp=dbetadp, fn=Fn, fwl=Ffwl, fw2=fw2, Fel=Fel, fe2=Fe2)
#
# chama funcédo para resolver a equacédo de transporte
ad<-AdvDif4(parm,func)
#
# apresenta grafico com os resultados
eixo<-seq(0,1,by=0.01)
plot(eixo,ad[1,1:101],type="1",col="red",xaxt=""n",xlab="X", ylab="p(x,t)")
axis(1l,seq(0,1,0.1),las=2)
lines(eixo,ad[250,1:101],type="1",col="green™)
lines(eixo,ad[500,1:101],type="1",col="green™)
lines(eixo,ad[750,1:101],type="1",col="green")
lines(eixo,ad[1000,1:101],type="1",col="green™)
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