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Resumo

Modelos de defasagem polinomial com lag distribuído (DPLDM) têm sido utilizados em

diversas áreas como finanças, economia, meio ambiente e engenharia. Em estudos

ambientais, esses modelos são comumente aplicados para avaliar o impacto da

concentração de poluentes e variáveis climáticas em desfechos da área da saúde.

Geralmente, em séries temporais, percebe-se que o efeito de uma variável regressora não

possui apenas o impacto imediato na resposta média do desfecho, mas que seus efeitos se

propagam de alguma maneira para tempos futuros. Os DPLDM permitem essa interpretação

imediata e defasada da influência da regressora sobre o desfecho, o que é particularmente

útil para caracterizar o impacto total de efeitos persistentes ao longo do tempo. A

especificação correta do modelo é essencial para identificar corretamente esses efeitos,

especialmente em casos em que tipos sutis e não lineares de dependência temporal

precisam ser identificadas. No contexto bayesiano, é possível incorporar defasagens

polinomiais com lag distribuído nos Modelos Lineares Dinâmicos Normais (MLD). O

procedimento de inferência é sequencial, permitindo a estimação instantânea dos

parâmetros. A combinação desses modelos foi utilizada neste trabalho. Foram realizadas

distintas simulações para diferentes cenários de efeitos defasados da variável regressora

sobre o desfecho.

Palavras-chave: modelos dinâmicos gaussianos, modelos com lag distribuído, efeitos

defasados, inferência bayesiana.

Abstract

Polynomial distributed lag models (DPLDM) have been employed across various fields such

as finance, economics, environmental science, and engineering. In environmental studies,

these models are commonly utilized to assess the impact of pollutant concentration and

climatic variables on health-related outcomes. Typically observed in time series, it is noted

that the effect of a regressor variable not only has an immediate impact on the mean
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response of the outcome but also propagates its effects in some manner to future time

points. DPLDM enable this immediate and lagged interpretation of the regressor's influence

on the outcome, which is particularly useful for characterizing the total impact of persistent

effects over time. Correct model specification is essential for accurately identifying these

effects, especially in cases where subtle and nonlinear types of temporal dependence need

to be identified. In a Bayesian context, it is possible to incorporate polynomial lag-distributed

delays into Normal Dynamic Linear Models (DLM). The inference procedure is sequential

allowing for instantaneous parameter estimation. The combination of these models was

utilized in this study. Simulations studies were conducted for different scenarios of lagged

effects of the regressor variable on the outcome.

Keywords: lag model; dynamic linear model; lag effect; bayesian inference.

Introdução

Modelos de defasagem polinomial com lag distribuído (DPLDM) têm sido

amplamente aplicados na área ambiental (Gasparrini, 2016); (Schwartz, 2000). Uma grande

vantagem de se utilizar os DPLDM é a possibilidade de entender o efeito imediato e

defasado de uma variável regressora em um determinado desfecho, ou seja, podemos

observar o efeito da variável regressora no momento do início de sua influência e ao passar

do tempo.

Além disso, esses modelos podem identificar pequenas relações de dependência

temporal não-lineares. Por exemplo, a diminuição de mortes por um determinada doença

devido a algum fenômmeno natural ou à ação humana. Recentemente, na literatura, estudos

que visam analisar a relação entre poluentes e desfechos na saúde, como óbitos ou

internações por doenças respiratórias, por meio de modelos com lag distribuído tem

ganhado espaço (Belch et al., 2021); (Zhou et al., 2021). Considerando isso, os modelos

polinomiais com lag distribuído não somente conseguem analisar a relação entre poluente e

o desfecho, mas também a relação com variáveis climáticas que podem influenciar tal

desfecho, além disso, os modelos possuem capacidade para capturar possíveis

dependências não-lineares entre os poluentes e as variáveis climáticas e os desfechos.

Dentro do contexto bayesiano, procedimentos de inferência sequential (West e

Harrison, 1997) possibilitam a estruturação de Modelos Lineares Dinâmicos (MLD) que, por

sua vez, suportam a discussão de modelos de lag distribuído com defasagem polinomial.

Nesse sentido, aspectos envolvendo DPLDM foram abordados neste trabalho.
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Objetivo

Avaliar diferentes tipos de efeitos defasados de variáveis explicativas sobre a

variável dependente, em estruturas de modelos dinâmicos bayesianos.

Material e Método

Conforme (West e Harrison, 1997), considere uma série temporal .𝑌 = 𝑌
1
, 𝑌

2
,..., 𝑌

𝑇( )
O modelo linear dinâmico normal geral (MLD) é caracterizado pela quádrupla:

, para cada tempo , o qual é uma matriz{𝐹, 𝐺, 𝑉, 𝑊}
𝑡

= {𝐹
𝑡
, 𝐺

𝑡
, 𝑉

𝑡
, 𝑊

𝑡
} 𝑡 = 1, 2,..., 𝑇 𝐹

𝑡

conhecida de dimensão ( ); é uma matriz conhecida de dimensão ( ); é a𝑛 × 1 𝐺
𝑡

𝑛 × 𝑛 𝑉
𝑡

variância observacional de dimensão ( ); e é uma matriz de variâncias conhecida de1 × 1 𝑊
𝑡
*

dimensão ( ) tal que , sendo o fator de desconto e é a𝑛 × 𝑛 𝑊
𝑡
* = 1 − δ( )𝐺

𝑡
𝐶

𝑡−1
𝐺

𝑡
/δ δ 𝐷

0

representação da informação inicial dada. Esta quádrupla define o modelo e relaciona ao𝑌
𝑡

parâmetro , de dimensão ( ) no tempo . Assuma que a variância desconhecida éθ
𝑡

𝑛 × 1 𝑡

constante, ou seja, para todo , além disso considere a precisão observacional𝑉
𝑡

= 𝑉 𝑡

. As equações do modelo são definidas abaixo:ϕ = 1/𝑉

 𝐸𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑂𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑌
𝑡

= 𝐹'
𝑡
θ

𝑡
+ ν

𝑡
,  ν

𝑡
  ∼  𝑁 0, 𝑉[ ]  𝐸𝑞𝑢𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝐸𝑣𝑜𝑙𝑢çã𝑜 θ

𝑡
= 𝐺

𝑡
θ

𝑡−1
+ ω

𝑡
,  ω

As sequências de erros e são internamente e mutuamente independentes e sãoν
𝑡

ω
𝑡

independentes de .θ
0
|𝐷

0( )
A ideia dos modelos de defasagem polinomial é uma variável dependente em função

de uma outra variável de tal forma que a variável explicativa defasada pode explicar o

comportamento da variável dependente de forma significativa. Além disso, uma vantagem

importante é entender como a defasagem impacta a variável em cada período defasado. O

modelo de defasagem polinomial é definido como:

𝑌
𝑡

= α + β
0
𝑋

𝑡
+ β

1
𝑋

𝑡−1
+... + β

𝑞
𝑋

𝑡−𝑞
.

A estimação dos coeficientes retorna a informaçãoo sobre o padrãoβ
0
, β

1
,..., β

𝑞
temporal do impacto de com relação a períodos atrás sobre a variável resposta, , no𝑋 𝑞 𝑌

𝑡
tempo . Porém, a dependência que existe entre e seus antecessores ( )𝑡 𝑋

𝑡
𝑋

𝑡−1
, 𝑋

𝑡−2
,..., 𝑋

𝑡−𝑞
dificulta a estimação dos coeficientes devido a ocorrência de colineridade entre (

). Para conseguirmos estimar os coeficientes, aproximamos a trajetória𝑋
𝑡
, 𝑋

𝑡−1
, 𝑋

𝑡−2
,..., 𝑋

𝑡−𝑞
dos ’s, para , por meio de um polinômio de grau da seguinte forma:β

𝑗
𝑗 = 1,..., 𝑞 𝑑 << 𝑞
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A reparametrização anterior nos permite reescrever comoβ
𝑗

=
𝑘=0

𝑑

∑ η
𝑘
𝑗𝑘, 𝑗 = 0, 1,..., 𝑞. 𝑌

𝑡

segue:

𝑌
𝑡

= α + η
0
𝑆

𝑡,0
+ η

1
𝑆

𝑡,1
+... + η

𝑑
𝑆

𝑡,𝑑
.

ou seja, reduzimos o número de parâmetros que serão estimados de para , com𝑞 𝑑

. Veja que o modelo anterior é mais parcimonioso, já que polinômios de baixo𝑆
𝑡,𝑖

=
𝑗=0

𝑞

∑ 𝑗𝑖𝑋
𝑡−𝑗

grau são suficientes para descrever curvas suaves ocasionadas pelos efeitos médios da
defasagem de em . Além disso, não possui o problema de colinearidade,𝑋 𝑌 𝑆

𝑡,𝑖
possibilitando a estimação adequada dos ’s. Em geral, um grau igual a 2 ou 3 já éη 𝑑
suficiente para descrever os efeitos não lineares, porém a escolha de qual é melhor, num
contexto aplicado, é feita com base em métricas de desempenho de modelos com ambos
graus. Mais informações sobre a reparametrização podem ser achadas em (Almon, 1965).

É possível combinar o modelo de defasagem polinomial com os modelos lineares

dinâmicos, os quais os estados não têm evolução temporal. Essa combinação pode serθ
𝑡

realizada da seguinte forma:

𝑌
𝑡

= 𝐹
𝑡
'θ

𝑡

onde e ). A partir desse modelo, podemosθ
𝑡

= θ = α, η
0
,..., η

𝑑( ) 𝐹
𝑡
' = (1, 𝑆

𝑡,0
, 𝑆

𝑡,1
,..., 𝑆

𝑡,𝑑
estimar os ’s conforme os procedimentos de inferência descritos em . Após a realização daη
estimação destes parâmetros, podemos reconstruir os coeficientes ( nosβ

0
, β

1
,..., β

𝑞
)

permitindo identificar a influência média da defasagem da variável explicativa, , para cada𝑋
tempo defasado na variável dependente, . Tal reconstrução se faz por meio da mesma𝑗 𝑌

relação definida anteriormente Para análise gráfica foi utilizado oβ
𝑗

=
𝑘=0

𝑑

∑ η
𝑘
𝑗𝑘, 𝑗 = 0, 1,..., 𝑞.

pacote tidyverse (Wickham et al., 2019).

Resultados e Discussão

O estudo de simulação busca representar diferentes tipos de impactos defasados de

regressoras sobre o desfecho, a fim de avaliar a capacidade do modelo recuperar tais

comportamentos. Em ambas as simulações, a variável explicativa foi simulada como:

, para , onde . Logo, a dimensão de é𝑋
𝑖

= 𝑋
𝑖−1

+ ϵ,  ϵ  ∼  𝑁 0, 10[ ] 𝑖 = 1,..., 200 𝑋
0

= 8 𝑌

igual a , considerando , que é a defasagem utilizada para , então200 − 𝑞 + 1 𝑞 = 11 𝑋

. Perceba que isso retorna ), definindo a influência média da𝑑𝑖𝑚 𝑌( ) = 190 β = (β
0
,..., β

10

defasagem de em .𝑋 𝑌
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Simulação 1

Considere o seguinte modelo para esta simulação, o qual foi utilizado um polinômio

de grau : , com e𝑑 = 3 𝑌
𝑡

= 𝐹
𝑡
'θ + ν

𝑡
,  ν

𝑡
  ∼  𝑁 0, 5[ ] 𝐹

𝑡
' = 1, 𝑆

𝑡,0
, 𝑆

𝑡,1
, 𝑆

𝑡,2
, 𝑆

𝑡,3( )
. Além disso, as variâncias são fixas, bemθ = α, η

0
,..., η

3( ) = 20, 0. 04, 1, − 0. 21, 0. 011( )

como o fator de desconto é igual a 1, pois é constante. A Figura 1 apresenta o resultado, oθ

qual fixado (verdadeiro) em rosa, e sua estimativa com intervalo de credibilidade de 95%.β

Note que o modelo consegue recuperar corretamente o comportamento do impacto de em𝑋

.𝑌

Figura 1. estimado e verdadeiro: Simulação 1. Vermelho: valor verdadeiro. Preto: valor eβ
i.c. estimados.

Simulação 2

Já na simulação 2, o seguinte modelo foi utilizado: , o𝑌
𝑡

= 𝐹
𝑡
'θ + ν

𝑡
,  ν

𝑡
  ∼  𝑁 0, 5[ ]

qual e . A diferença entre esse𝐹
𝑡
' = 1, 𝑆

𝑡,0
, 𝑆

𝑡,1
, 𝑆

𝑡,2( ) θ = α, η
0
,..., η

2( ) = 20, 1. 8, − 0. 38, 0. 02( )

modelo e o modelo da Simulação 1, é que possui valores diferentes e o que acabaθ 𝑑 = 2

reduzindo a dimensão de e de , já que indica o grau do polinômio utilizado. E,𝐹
𝑡
' θ 𝑑

novamente, o modelo conseguiu recuperar o comportamento do impacto ao longo do tempo.

Figura 2. estimado e verdadeiro: Simulação 2. Vermelho: valor verdadeiro. Preto: valor eβ
i.c. estimados.
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Conclusão

O modelo proposto foi capaz de recuperar diferentes comportamentos de impactos

defasados da regressora sobre o desfecho. A inferência bayesiana realizada na estimação

dos parâmetros é instantânea e computacionalmente eficiente. Outros estudos simulados

foram realizados com outros tipos de comportamento defasados das regressoras e, em

todos, o modelo recuperou a estrutura gerada.
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Anexo

library(tidyverse)

################ Gerando os dados #############
set.seed(30)

x0 = 8
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x=c()

alpha = 20

#variância do erro das regressoras:
tau2 = 10

#passo 1
x[1] = x0 + rnorm(1,0,sqrt(tau2))

n = 200 #quantidade de dados
for (i in 2:n){

x[i] = x[i-1] + rnorm(1,0,sqrt(tau2))

}

#definindo os betas e o intercepto:

#vetor beta com dimensão
q = 11 #inclui o beta0

#montando a matriz de regressoras defasadas

X = matrix(nrow = n,
ncol = q)

X[,1] = x #lag = 0

for (i in 2:q){

X[,i] = dplyr::lag(x, i-1)

}

#X efetivo (sem os NA's)::

X = X[-c(1:10),]

######################## Curva 1 ####################

#vetor de etas verdadeiros:

eta_ver = c(0.04,1,-0.21,0.011)

M_aux = matrix(nrow = q-2,
ncol = 4)

for (i in 2:q-1){

M_aux[i-1,] = c(1, i, i^2, i^3)

}
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beta_ver = c(eta_ver[1],
sum(eta_ver),
eta_ver%*%M_aux[1,],
eta_ver%*%M_aux[2,],
eta_ver%*%M_aux[3,],
eta_ver%*%M_aux[4,],
eta_ver%*%M_aux[5,],
eta_ver%*%M_aux[6,],
eta_ver%*%M_aux[7,],
eta_ver%*%M_aux[8,],
eta_ver%*%M_aux[9,])

plot(x = 1:11, y = beta_ver)

#contruindo o St,i

#grau do polinômio d = 3
soma = 0

v = c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) #vetor que multiplica cada matriz

St0 = apply(X,1,sum)
St1 = X[,-1]%*%v^1
St2 = X[,-1]%*%v^2
St3 = X[,-1]%*%v^3

#gerando o Y

Y = c()

#variância do Y:
sigma2 = 5

Y = alpha + eta_ver[1]*St0 + eta_ver[2]*St1 + eta_ver[3]*St2 +
eta_ver[4]*St3 + rnorm(nrow(X), 0, sqrt(sigma2))

time = length(Y) #tamanho da série

############## Modelo Linear Dinâmico com Defasagem Polinomial #########

## ESTIMANDO A SERIE

n = 5 # Dimensão do vetor dos parâmetros a cada tempo

#vetor F

Ft = matrix(rep(1),n,time)

Ft[2,] = St0
Ft[3,] = St1
Ft[4,] = St2
Ft[5,] = St3

8
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#matriz G

Gt = diag(rep(1,n))

Gt = array(Gt, dim = c(n,n,time))

############ Filtro de Kalman

### Passo t=0 ###
m0 = rep(10, n)
m0
C0 = diag(100,n,n)
C0
n0 = 2
S0 = 1

curve(dgamma(x,n0/2,S0/2), from =0 , to = 20)

############# Utilizando fator de desconto

delta = 1
D = 1/delta

########### Definindo as dimensões das matrizes e vetores

at = array(0, dim=c(n,1,time))
Rt = array(0, dim=c(n,n,time))

mt = array(0, dim=c(n,1,time))
Ct = array(0, dim=c(n,n,time))

ft = array(0, dim=c(1,1,time))
Qt = array(0, dim=c(1,1,time))

et = array(0, dim=c(1,1,time))
At = array(0, dim=c(n,1,time))

St = rep(0,time)
nt = rep(0,time)

### Passo t=1

# Priori em t=1
at[,,1] = Gt[,,1]%*%m0
Rt[,,1] = (Gt[,,1]%*%C0%*%(t(Gt[,,1])))*D

# Previsão 1 passo-a-frente
ft[,,1] = t(Ft[,1])%*%at[,,1]
Qt[,,1] = (t(Ft[,1])%*%Rt[,,1]%*%Ft[,1]) + S0

# Posteriori em t=1
At[,,1] = (Rt[,,1]%*%Ft[,1])*(1/Qt[,,1])
et[,,1] = Y[1] - ft[,,1]
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#Equações de phi
nt[1] = n0 + 1
St[1] = S0 + (S0/nt[1])*(((et[,,1])^2/Qt[,,1])-1)

mt[,,1] = at[,,1] + (At[,,1]*et[,,1])
Ct[,,1] = (St[1]/S0)*(Rt[,,1] - At[,,1]%*%t(At[,,1])*Qt[,,1])

for(t in 2:time){ # Passo 2 até o passo TIME

# Priori em t
at[,,t] = Gt[,,t]%*%mt[,,t-1]
Rt[,,t] = (Gt[,,t]%*%Ct[,,t-1]%*%(t(Gt[,,t])))*D

# Previsão 1 passo-a-frente
ft[,,t] = t(Ft[,t])%*%at[,,t]
Qt[,,t] = (t(Ft[,t])%*%Rt[,,t]%*%Ft[,t]) + St[t-1]

# Posteriori em t
At[,,t] = (Rt[,,t]%*%Ft[,t])%*%(1/Qt[,,t])
et[,,t] = Y[t] - ft[,,t]

#Equações de phi
nt[t] = nt[t-1] + 1
St[t] = St[t-1] + ((St[t-1]/nt[t])*(((et[,,t])^2/Qt[,,t])-1))

mt[,,t] = at[,,t] + (At[,,t]*et[,,t])
Ct[,,t] = St[t]/St[t-1]*(Rt[,,t] - At[,,t]%*%t(At[,,t])*Qt[,,t])

}

############## Suavização ##########################

#definindo Bt:
Bt = array(0, dim=c(n,n,time))

mts = mt #isso porque para k = 0, o mts[time] = mt[time], ou seja, no
último tempo, mts e mt sãos iguais
Cts = Ct #o mesmo comentário de cima é válido para esse

for (k in 1:(time-1)){

# k equivalente time-k #Gt[,,time-k+1]
Bt[,,time-k] = Ct[,,time-k]%*%t(Gt[,,time-k+1])%*%solve(Rt[,,time+1-k])
#no livro, at(-k) = mt no tempo t-k e Rt(-k) é Ct no mesmo tempo citado
mts[,,time-k] = mt[,,time-k] + Bt[,,time-k]%*%(mt[,,time-k+1] -

at[,,time-k+1])

Cts[,,time-k] = Ct[,,time-k] +
Bt[,,time-k]%*%(Ct[,,time-k+1]-Rt[,,time-k+1])%*%t(Bt[,,time-k])
}

# Retornando para os betas e expondo o gráfico deles com intervalo de
confiança:

10



REVISTA DO SEMINÁRIO INTERNACIONAL DE ESTATÍSTICA COM R | ISSN: 2526-7299
VOL 5, Nº 2, JULHO DE 2024
VIII SEMINÁRIO INTERNACIONAL DE ESTATÍSTICA COM R - AI IN DATA SCIENCE

eta0 = mts[2,,length(Y)]#VEJA QUE USO OS VETORES SUAVIZADOS
eta1 = mts[3,,length(Y)]
eta2 = mts[4,,length(Y)]
eta3 = mts[5,,length(Y)]

#NOTE QUE TANTO PARA A ESPERANÇA DE ETA, MTS, E A COVARIâNCIA DE ETA, CTS,
eu peguei a mais atualizada com base nas informações usando o argumento
length(Y)

covariancia_eta = Cts[-1,-1,length(Y)] #Cts[-1,-1] porque estamos tirando
as covariâncias que envolvem o intercepto.

eta = c(eta0,eta1,eta2,eta3) #vetor de etas

#matriz auxiliar
m = matrix(1, nrow = q,

ncol = length(eta))

m[1,] = c(1,0,0,0)

for (i in 2:length(eta)){
for (j in 1:q-1){

m[j+1,i] = j^(i-1)

}
}

betas_est = m%*%eta #voltado para os betas

#Variância dos betas:
v_aux = 0

v_beta0 = as.numeric(covariancia_eta[1,1])
var = v_beta0

for (i in 1:(q-1)){

v_aux = c(1, i, i^2, i^3)

var = c(t(v_aux)%*%covariancia_eta%*%v_aux,
var)

}

var = rev(var) #invertendo, pois o vetor estava com beta0 no final, como
penúltimo o beta1, assim em diante, ou seja, tava ao contrário do que
deveria ser

############### Intervalo de Credibilidade de 95% ##########

#gerando amostras:
var = diag(var)
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amostra_betas = rmvnorm(1000, betas_est, var)

ic_inf = apply(amostra_betas, MARGIN = 2, FUN = quantile, probs = 0.025)

ic_sup = apply(amostra_betas, MARGIN = 2, FUN = quantile, probs = 0.975)

############ Gráfico dos betas estimados #########
ggplot(NULL,

aes(x = 0:10)) +
geom_point(aes(y = betas_est), size = 8) +
geom_point(aes(y = beta_ver, colour = "red"), size = 8, show.legend = F)

+
geom_errorbar(aes(ymin = ic_inf, ymax = ic_sup),

width = 0.5, size = 2) +
geom_hline(yintercept = 0) +
labs(x = "Lags",

y = expression(paste(beta," e I.C. de 95%")),
colour = "") +

theme_minimal() +
theme(axis.title = element_text(size = 45),

axis.text = element_text(size = 45),
legend.text=element_text(size= 40),
legend.title = element_text(size = 45),
legend.position = NULL) +

scale_x_continuous(breaks = seq(0, 10, by = 1))

##################### Curva 2 #########################

#vetor de etas verdadeiros:

eta_ver = c(1.8,-0.38,0.02)

M_aux = matrix(nrow = q-2,
ncol = 3)

for (i in 2:q-1){

M_aux[i-1,] = c(1, i, i^2)

}

beta_ver = c(eta_ver[1],
sum(eta_ver),
eta_ver%*%M_aux[1,],
eta_ver%*%M_aux[2,],
eta_ver%*%M_aux[3,],
eta_ver%*%M_aux[4,],
eta_ver%*%M_aux[5,],
eta_ver%*%M_aux[6,],
eta_ver%*%M_aux[7,],
eta_ver%*%M_aux[8,],
eta_ver%*%M_aux[9,])

12



REVISTA DO SEMINÁRIO INTERNACIONAL DE ESTATÍSTICA COM R | ISSN: 2526-7299
VOL 5, Nº 2, JULHO DE 2024
VIII SEMINÁRIO INTERNACIONAL DE ESTATÍSTICA COM R - AI IN DATA SCIENCE

plot(x = 1:11, y = beta_ver)

#contruindo o St,i

#grau do polinômio d = 3
soma = 0

v = c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) #vetor que multiplica cada matriz

St0 = apply(X,1,sum)
St1 = X[,-1]%*%v^1
St2 = X[,-1]%*%v^2
#St3 = X[,-1]%*%v^3

#gerando o Y

Y = c()

#variância do Y:
sigma2 = 5

Y = alpha + eta_ver[1]*St0 + eta_ver[2]*St1 + eta_ver[3]*St2 +
rnorm(nrow(X), 0, sqrt(sigma2))

time = length(Y) #tamanho da série

############## Modelo Linear Dinâmico com Defasagem Polinomial #########

## ESTIMANDO A SERIE

n = 4 # Dimensão do vetor dos parâmetros a cada tempo (incluindo o
intercepto)

#vetor F

Ft = matrix(rep(1),n,time)

Ft[2,] = St0
Ft[3,] = St1
Ft[4,] = St2
#Ft[5,] = St3

#matriz G

Gt = diag(rep(1,n))

Gt = array(Gt, dim = c(n,n,time))

############ Filtro de Kalman

### Passo t=0 ###
m0 = rep(10, n)
m0
C0 = diag(100,n,n)
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C0
n0 = 2
S0 = 1

curve(dgamma(x,n0/2,S0/2), from =0 , to = 20)

############# Utilizando fator de desconto

delta = 1
D = 1/delta

########### Definindo as dimensões das matrizes e vetores

at = array(0, dim=c(n,1,time))
Rt = array(0, dim=c(n,n,time))

mt = array(0, dim=c(n,1,time))
Ct = array(0, dim=c(n,n,time))

ft = array(0, dim=c(1,1,time))
Qt = array(0, dim=c(1,1,time))

et = array(0, dim=c(1,1,time))
At = array(0, dim=c(n,1,time))

St = rep(0,time)
nt = rep(0,time)

### Passo t=1

# Priori em t=1
at[,,1] = Gt[,,1]%*%m0
Rt[,,1] = (Gt[,,1]%*%C0%*%(t(Gt[,,1])))*D

# Previsão 1 passo-a-frente
ft[,,1] = t(Ft[,1])%*%at[,,1]
Qt[,,1] = (t(Ft[,1])%*%Rt[,,1]%*%Ft[,1]) + S0

# Posteriori em t=1
At[,,1] = (Rt[,,1]%*%Ft[,1])*(1/Qt[,,1])
et[,,1] = Y[1] - ft[,,1]

#Equações de phi
nt[1] = n0 + 1
St[1] = S0 + (S0/nt[1])*(((et[,,1])^2/Qt[,,1])-1)

mt[,,1] = at[,,1] + (At[,,1]*et[,,1])
Ct[,,1] = (St[1]/S0)*(Rt[,,1] - At[,,1]%*%t(At[,,1])*Qt[,,1])

for(t in 2:time){ # Passo 2 até o passo TIME

# Priori em t
at[,,t] = Gt[,,t]%*%mt[,,t-1]
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Rt[,,t] = (Gt[,,t]%*%Ct[,,t-1]%*%(t(Gt[,,t])))*D

# Previsão 1 passo-a-frente
ft[,,t] = t(Ft[,t])%*%at[,,t]
Qt[,,t] = (t(Ft[,t])%*%Rt[,,t]%*%Ft[,t]) + St[t-1]

# Posteriori em t
At[,,t] = (Rt[,,t]%*%Ft[,t])%*%(1/Qt[,,t])
et[,,t] = Y[t] - ft[,,t]

#Equações de phi
nt[t] = nt[t-1] + 1
St[t] = St[t-1] + ((St[t-1]/nt[t])*(((et[,,t])^2/Qt[,,t])-1))

mt[,,t] = at[,,t] + (At[,,t]*et[,,t])
Ct[,,t] = St[t]/St[t-1]*(Rt[,,t] - At[,,t]%*%t(At[,,t])*Qt[,,t])

}

############## Suavização ##########################

#definindo Bt:
Bt = array(0, dim=c(n,n,time))

mts = mt #isso porque para k = 0, o mts[time] = mt[time], ou seja, no
último tempo, mts e mt sãos iguais
Cts = Ct #o mesmo comentário de cima é válido para esse

for (k in 1:(time-1)){

# k equivalente time-k #Gt[,,time-k+1]
Bt[,,time-k] = Ct[,,time-k]%*%t(Gt[,,time-k+1])%*%solve(Rt[,,time+1-k])
#no livro, at(-k) = mt no tempo t-k e Rt(-k) é Ct no mesmo tempo citado
mts[,,time-k] = mt[,,time-k] + Bt[,,time-k]%*%(mt[,,time-k+1] -

at[,,time-k+1])

Cts[,,time-k] = Ct[,,time-k] +
Bt[,,time-k]%*%(Ct[,,time-k+1]-Rt[,,time-k+1])%*%t(Bt[,,time-k])
}

# Retornando para os betas e expondo o gráfico deles com intervalo de
confiança:

eta0 = mts[2,,length(Y)]#VEJA QUE USO OS VETORES SUAVIZADOS
eta1 = mts[3,,length(Y)]
eta2 = mts[4,,length(Y)]
#eta3 = mts[5,,length(Y)]

#NOTE QUE TANTO PARA A ESPERANÇA DE ETA, MTS, E A COVARIâNCIA DE ETA, CTS,
eu peguei a mais atualizada com base nas informações usando o argumento
length(Y)

covariancia_eta = Cts[-1,-1,length(Y)] #Cts[-1,-1] porque estamos tirando
as covariâncias que envolvem o intercepto.
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eta = c(eta0,eta1,eta2)#eta3) #vetor de etas

#matriz auxiliar
m = matrix(1, nrow = q,

ncol = length(eta))

m[1,] = c(1,0,0)#0)

for (i in 2:length(eta)){
for (j in 1:q-1){

m[j+1,i] = j^(i-1)

}
}

betas_est = m%*%eta #voltado para os betas

#Variância dos betas:
v_aux = 0

v_beta0 = as.numeric(covariancia_eta[1,1])
var = v_beta0

for (i in 1:(q-1)){

v_aux = c(1, i, i^2) #i^3)

var = c(t(v_aux)%*%covariancia_eta%*%v_aux,
var)

}

var = rev(var) #invertendo, pois o vetor estava com beta0 no final, como
penúltimo o beta1, assim em diante, ou seja, tava ao contrário do que
deveria ser

############### Intervalo de Credibilidade de 95% ##########

#gerando amostras:
var = diag(var)

amostra_betas = rmvnorm(1000, betas_est, var)

ic_inf = apply(amostra_betas, MARGIN = 2, FUN = quantile, probs = 0.025)

ic_sup = apply(amostra_betas, MARGIN = 2, FUN = quantile, probs = 0.975)

############ Gráfico dos betas estimados #########
ggplot(NULL,

aes(x = 0:10)) +
geom_point(aes(y = betas_est), size = 8) +
geom_point(aes(y = beta_ver, colour = "red"), size = 8, show.legend = F)
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+
geom_errorbar(aes(ymin = ic_inf, ymax = ic_sup),

width = 0.5, size = 2) +
geom_hline(yintercept = 0) +
labs(x = "Lags",

y = expression(paste(beta," e I.C. de 95%")),
colour = "") +

theme_minimal() +
theme(axis.title = element_text(size = 45),

axis.text = element_text(size = 45),
legend.text=element_text(size= 40),
legend.title = element_text(size = 45),
legend.position = NULL) +

scale_x_continuous(breaks = seq(0, 10, by = 1))
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