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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem baseada em aprendizado de máquina
(ML) para prever o perfil da pressão média adimensionalizada (p*) ao longo do
ressalto hidráulico. Foram utilizados dados experimentais e numéricos obtidos por
simulações com CFD, que, após interpolação por LOWESS, alimentaram o trei-
namento de quatro modelos regressivos: Random Forest (RF), Redes Neurais Ar-
tificiais (MLP), XGBoost (XGB) e Stacking Regressor (STK). Os modelos foram
avaliados nas abordagens global e por número de Froude (Fr), empregando as mé-
tricas R2, MSE e MAE. Os resultados indicaram que o Random Forest apresenta
desempenho robusto e consistente, com alta acurácia e coerência física. Embora
o modelo Stacking tenha obtido as melhores métricas em alguns casos, foram ob-
servadas discrepâncias não condizentes com o comportamento hidráulico esperado,
especialmente para valores elevados de x/hj. Como resultado, foi implementada uma
ferramenta que permite a geração de novos perfis de p* para valores intermediários
de Fr, com base na inferência estatística dos modelos treinados. Palavras-chave:
Aprendizado de máquina, Ressalto hidráulico, Random Forest, Pressão média ao
longo do ressalto hidráulico, Comportamento hidráulico.

Abstract

This study proposes a machine learning (ML)-based approach to predict the
profile of the dimensionless mean pressure (p*) along the hydraulic jump. Experi-
mental data and numerical results from CFD simulations were interpolated using
LOWESS and used to train four regression models: Random Forest (RF), Multilayer
Perceptron (MLP), XGBoost (XGB), and Stacking Regressor (STK). The models
were evaluated under global training and per-Froude-number approaches, using R2,
MSE, and MAE as performance metrics. Results showed that the Random Forest
model provided robust and consistent performance, with high accuracy and physical
plausibility. Although the Stacking model achieved the best quantitative indicators
in some cases, physically inconsistent discrepancies were observed for higher x/hj
values. As a practical outcome, a computational tool was implemented to enable
the generation of new p* profiles for intermediate Fr values based on statistical
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Introdução

O ressalto hidráulico é um fenômeno caracterizado pela transição abrupta de um escoa-
mento supercrítico para um regime subcrítico em canais abertos. Essa transição apresenta
aplicação prática em estruturas hidráulicas de dissipação de energia e unidades de mis-
tura em estações de tratamento (Ikinciogullari, 2019; Pakgar F, Daneshfaraz, Joudi 2016).
Em sistemas extravasores de barragens, como aquele ilustrado na Figura 1, o ressalto é
formado na bacia de dissipação de energia, que deve ser capaz de confinar o escoamento
supercrítico e parte ou a totalidade do ressalto, de tal maneira que o rio, a jusante da
bacia de dissipação, não sofra erosões expondo a fundação da barragem. A caracterização
espacial e estatística de grandezas associadas ao ressalto, como as flutuações de pressão, é
essencial para a previsão do seu comprimento adimensional, frequentemente representado
como Lj/hj, onde hj =h2−h1 é a altura do ressalto hidráulico, definida como a diferença
entre as profundidades conjugadas, como indicado na Figura 1.

Figura 1: Sistema extravasor com bacia de dissipação por ressalto hidráulico.
Fonte: adaptado de Santos et al. (2022)

Com o trabalho de Marques et al. (1997), foi possível estabelecer e consolidar o critério
do uso de transdutores de pressão para a determinação da posição final do ressalto baseada
no comportamento estatístico dos sinais obtidos para a pressão em função do espaço e
do tempo. Nesse contexto, há interesse também na determinação do perfil adimensional
do ressalto, expresso pela pressão média adimensional (equação 1) ao longo do ressalto,
como forma de caracterização do fenômeno.

p ∗ pm−h1
hj

(1)
Santos et al. (2022) propuseram novas formas de modelagem do ressalto com o uso

de equações adimensionais empíricas e validação com dados experimentais. No referido
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trabalho, os autores empregaram a dinâmica dos fluidos computacional (CFD – Com-
putational Fluid Dynamics), resolvendo numericamente as equações de conservação de
massa, Navier-Stokes com médias de Reynolds e o modelo de turbulência k − ϵ, em duas
dimensões. Os perfis obtidos para p* em função de x/hj foram comparados aos dados ex-
perimentais de diferentes autores, tendo sido constatada uma tendência global semelhante,
como pode ser visto na Figura 2.

Figura 2: Comparação entre CFD (Santos et al., 2022) e dados experimentais.
Fonte: adaptado de Santos et al. (2022)

Com os avanços recentes em técnicas de aprendizado de máquina (ML), vislumbra-se
a possibilidade de empregar modelos de regressão não linear para prever a evolução de p*
ao longo do ressalto com maior densidade de dados e menor custo computacional. Este
trabalho explora essa abordagem por meio da interpolação de dados experimentais e nu-
méricos, treinamento de modelos de regressão multivariada e análise das métricas obtidas
por diferentes algoritmos. Tendo em vista a necessidade de uma quantidade de pontos
(dados para treinamento) relativamente alta, a abordagem de unir dados experimentais
aos resultados numéricos obtidos via CFD pode ser promissora, uma vez que o aumento
de dados assim proposto tem uma base física sólida na Mecânica dos Fluidos.

Objetivo

O objetivo deste trabalho é avaliar a capacidade de diferentes algoritmos de aprendizado
de máquina em prever o perfil da pressão média adimensionalizada (p*) ao longo do
ressalto hidráulico, em função da razão entre a coordenada longitudinal e a altura do
ressalto (x/hj), a partir de dados experimentais e de simulações numéricas com CFD. Para
isso, foram definidos como objetivos específicos: (i) interpolar os dados experimentais
e numéricos disponíveis com o método LOWESS, a fim de gerar conjuntos de dados
uniformemente distribuídos para o treinamento dos modelos; (ii) treinar e comparar os
algoritmos MLP, Random Forest, XGBoost e Stacking, considerando métricas de erro e
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coeficiente de determinação; (iii) avaliar o desempenho dos modelos em duas abordagens
distintas — global e por valores discretos do número de Froude; e (iv) implementar uma
ferramenta computacional que permita ao usuário gerar perfis preditos de p* para valores
de Fr intermediários àqueles utilizados no treinamento.

Material e Método

Modelagem com aprendizado de máquina
Neste estudo, a previsão da pressão média adimensional ao longo do ressalto hidráulico,

que foi realizada por meio de modelos de aprendizado de máquina treinados com dados
experimentais obtidos por Dai Prá (2011), e dados numéricos provenientes de simulações
com CFD, conforme descrito por Santos et al. (2022). Os modelos utilizaram como
variáveis de entrada o número de Froude supercrítico e a posição adimensional ao longo
do ressalto, representada pela razão entre a coordenada longitudinal e a diferença de
profundidade entre os conjugados. Os custos de experimentos e de simulações via CFD
são significativamente superiores ao custo computacional das predições por aprendizado
de máquina. Além disso, a integração de dados experimentais e simulados amplia a base
de treinamento, justificando a adoção dessa abordagem.

Foram implementados quatro algoritmos de regressão supervisionada: Rede Neural
Artificial (MLP), Random Forest (RF), XGBoost (XGB) e Stacking Regressor (STK).
As implementações foram realizadas utilizando a biblioteca Scikit-learn (Pedregosa et
al., 2011), com o apoio da biblioteca XGBoost (Chen e Guestrin, 2016) para o modelo
XGB. Todos os dados foram normalizados previamente com o método StandardScaler da
biblioteca Scikit-learn (Pedregosa et al., 2011), de modo a garantir média zero e desvio
padrão unitário para cada variável de entrada e saída, favorecendo a estabilidade numérica
dos modelos.

A rede neural do tipo MLPRegressor foi configurada com máximo de 2000 épocas de
treinamento, ativação do tipo ReLU e otimização baseada no algoritmo Adam (Kingma e
Ba, 2014), sem o uso de camadas ocultas explicitamente configuradas no código original. O
modelo Random Forest foi implementado com 100 árvores (n_estimators=100) e semente
de aleatoriedade fixa (random_state=42), sendo adequado para problemas com dados
ruidosos e estruturas não lineares (Breiman, 2001). O algoritmo XGBoost foi utilizado na
versão XGBRegressor com função objetivo reg:squarederror e semente de aleatoriedade
igual a 42. O modelo de empilhamento (STK) foi estruturado com os três algoritmos
anteriores como modelos base (RF, MLP e XGB), cujas saídas foram integradas por um
modelo meta do tipo Random Forest, conforme a abordagem proposta por Wolpert (1992).

Para todos os treinamentos realizados, os dados foram divididos em 60% para treino
e 40% para teste, utilizando train_test_split com random_state=42. As métricas R2,
MSE e MAE foram calculadas exclusivamente sobre o conjunto de teste. Isso garante
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uma avaliação imparcial e evita viés por sobreajuste.
As predições geradas por modelo foram avaliadas com base em três métricas: erro

quadrático médio (MSE), erro absoluto médio (MAE) e coeficiente de determinação (R2).
Os algoritmos foram treinados e avaliados segundo duas abordagens complementares: (i)
treinamento global, que utiliza o conjunto completo de dados de forma integrada; e (ii)
treinamento por subconjuntos separados para cada valor discreto do número de Froude
(Fr), permitindo a análise localizada do desempenho preditivo em diferentes condições de
escoamento.

A base de dados empregada é formada por 300 pontos experimentais e 400 pontos
originados com CFD. Após a interpolação LOWESS individual para cada curva, os da-
dos foram integrados em uma única base unificada com as seguintes colunas: número
de Froude (relação entre forças inerciais e gravitacionais); x/hj (posição adimensional
ao longo do escoamento), p* (pressão adimensionalizada) e a Origem (Experimental ou
CFD). Essa base foi utilizada para treinar todos os modelos, tanto na abordagem glo-
bal quanto na abordagem por Fr. A partir de resultados experimentais e considerações
teóricas, sabe-se que há forte correlação entre p* e x/hj. Sabe-se também que a forma
da função p*(x/hj) também está relacionada ao número de Froude, como pode ser visto
em Santos et al. (2022), de tal maneira que a relação entre essas variáveis também foi
objeto de análise. Todo tratamento e análises de dados foram feitos utilizando o Python
(PYTHON SOFTWARE FOUNDATION, 2025), os códigos foram apresentados no Anexo
A, Figura 10.

Resultados e Discussão

Para uma primeira visualização e análise qualitativa preliminar, a Figura 3 apresenta a
comparação entre os valores reais de p* (em azul) e os valores previstos (em vermelho) por
quatro modelos de aprendizado de máquina — Random Forest (a), MLP (b), XGBoost
(c) e Stacking (d) — utilizando como variáveis de entrada o número de Froude (Fr1) e a
posição adimensional x/hj. Visualmente, observa-se que todos os modelos foram capazes
de reproduzir com razoável fidelidade o perfil crescente de p*, especialmente nas regiões
intermediárias e de estabilização, em que os valores de p* se aproximam do valor máximo
da série (em torno de 1,0). As discrepâncias mais evidentes entre os dados reais e os
valores previstos concentram-se nas regiões iniciais do ressalto, próximas de x/hj igual a
zero, onde há maior variabilidade nos dados e transições abruptas.

O modelo Random Forest (a) apresenta previsões suavizadas e uma leve tendência
à subestimação de p* na faixa inicial, mas mantém boa aderência ao comportamento
global. O modelo MLP (b), por outro lado, mostra-se mais sensível às oscilações locais,
com maior dispersão nos valores previstos em regiões de transição, identificando padrões
de forma menos específica, tal como se houvessem padrões binários com agrupamentos
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densos das soluções. O XGBoost (c) apresenta bom desempenho especialmente na região
de crescimento acentuado de p*, com boa aproximação aos dados reais entre x/hj igual a
2 e 6. O modelo Stacking (d), ao combinar as estimativas dos modelos base, oferece um
ajuste visualmente mais estável e coerente, com menor dispersão e boa representação das
variações tanto locais quanto globais. A consistência desse modelo ao longo de toda a faixa
de x/hj sugere sua adequação como modelo de referência para as análises subsequentes,
especialmente em contextos que envolvem dados híbridos provenientes de experimentos e
simulações numéricas.

Figura 3: Comparação entre todos os dados experimentais, simulações via CFD e os
resultados modelados: (a) Random Forest; (b) MLP; (c) XGBoost; (d) Stacking.

(a) (b)

(c) (d)
Fonte: OS AUTORES, 2025

Para uma análise detalhada da capacidade dos modelos empregados ao problema em
questão, foram analisados os resultados de predições para cada número de Froude separa-
damente. Como pode ser visto na Figura 4, os resultados obtidos com o modelo Random
Forest demonstram elevada qualidade preditiva tanto para os dados simulados via CFD
quanto para os dados experimentais, com erros relativos baixos para a maior parte do
domínio. Nos casos provenientes de CFD (Fr = 2 a 9), observa-se uma excelente sobrepo-
sição entre os valores reais e os preditos ao longo de todo o perfil adimensional de pressão.
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Mesmo nas regiões iniciais do ressalto, onde o gradiente da variável é mais acentuado, o
modelo manteve boa fidelidade, embora com maior desvio relativo. Pequenas dispersões
locais foram observadas para Fr intermediários (como Fr = 6 e 7), mas sem comprometer
a tendência geral, evidenciando a robustez do Random Forest na representação de padrões
não lineares. Para os casos experimentais (Fr = 4.38 a 9.26), o desempenho do modelo
permaneceu satisfatório, com boa aderência às curvas reais, mesmo diante da maior vari-
abilidade típica de dados físicos. A previsão dos perfis de p* foi consistente ao longo de
toda a extensão do ressalto, com pequenas diferenças pontuais concentradas nos primeiros
valores de x/hj.

Figura 4: Comparações com o modelo Random Forest para cada número de Froude.
Fonte: OS AUTORES, 2025

Os resultados obtidos com o MLP, apresentados na Figura 5, indicam que o modelo foi
capaz de capturar de forma razoável a tendência global dos dados. No entanto, observam-
se desvios para valores elevados de x/hj. Essa limitação, visível em alguns perfis, sugere
desempenho inferior ao do Random Forest em termos de aderência local, mesmo que a
resposta geral se mantenha coerente com o comportamento esperado da variável p*.
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Figura 5: Comparações com o modelo MLP para cada número de Froude
Fonte: OS AUTORES, 2025

Os resultados obtidos com o XGBoost, sintetizados na Figura 6, indicam desempenho
competitivo com o Random Forest, principalmente na região central das curvas. As
previsões tendem a acompanhar bem o crescimento de p* em função de x/hj, inclusive
com boa sobreposição entre pontos reais e preditos em muitos casos. Contudo, observa-se
que, para baixos valores de x/hj, há uma tendência maior de subestimativa, especialmente
visível para os Fr mais baixos. Em comparação com o MLP, o XGBoost demonstrou menor
dispersão e menor ocorrência de discrepâncias.

Em relação aos dados experimentais, o XGBoost apresentou resposta visualmente
adequada, como indicado na Figura 6, com uma modelagem que respeita o padrão de
crescimento observado empiricamente. A precisão é notável para Fr intermediários e
altos, como 6.90 e 7.53, com discretas divergências em pontos mais distantes. Em síntese,
embora alguns desvios pontuais ainda sejam visíveis, o XGBoost se mostra mais robusto
que o MLP, embora menos estável que o Random Forest em alguns cenários.
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Figura 6: Comparações com o modelo XGBoost para cada número de Froude.
Fonte: OS AUTORES, 2025

A análise dos gráficos do modelo Stacking (Figura 7) evidencia uma excelente ca-
pacidade de previsão tanto para os dados de CFD quanto para os experimentais, com
elevada sobreposição entre valores reais e previstos. Nas simulações, as curvas seguem de
forma precisa a evolução de p* em função de x/hj, com pequenas discrepâncias apenas
em Fr = 2.00, 3.00 e 8.00, especialmente em discrepâncias na porção final. Para os dados
experimentais, observa-se bom desempenho em todos os casos. Ainda que haja leve supe-
restimação pontual em Fr = 5.74 e 9.26, o modelo se manteve consistente, reproduzindo
adequadamente o comportamento hidráulico ao longo de todo o domínio.

Figura 7: Comparações com o modelo Stacking para cada número de Froude.
Fonte: OS AUTORES, 2025

Comparação quantitativa entre os modelos
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A análise quantitativa dos modelos aplicados à base de dados completa revela que todos
os algoritmos de aprendizado de máquina testados apresentaram desempenho satisfatório
na previsão de p* em função de x/hj, com coeficientes de determinação (R2) superiores a
0,94, como indicado na Figura 8. Entre os modelos avaliados, o XGBoost obteve o melhor
desempenho global, com R2 próximo de 0,99, erro quadrático médio (MSE) inferior a 0,01 e
erro absoluto médio (MAE) inferior a 0,06, indicando elevada capacidade de generalização
e ajuste aos dados. O modelo Stacking, que combina predições de múltiplos algoritmos,
apresentou desempenho muito próximo ao do XGBoost, superando os demais em termos
de R2 e mantendo MAE e MSE em níveis baixos. Por outro lado, a rede neural MLP obteve
os piores indicadores entre os quatro modelos avaliados, com o menor valor de R2 (em torno
de 0,94) e os maiores valores de MSE e MAE, sugerindo maior sensibilidade a flutuações
locais e possível sobreajuste. O Random Forest apresentou desempenho intermediário,
com boa estabilidade e métricas superiores às da MLP, embora ligeiramente inferiores às
dos métodos baseados em boosting e combinação.

Figura 8: Métricas para a modelagem de todos os dados em conjunto.
Fonte: OS AUTORES, 2025

A avaliação por Fr apresentada na Figura 9 revela aspectos importantes sobre a capa-
cidade preditiva dos modelos em diferentes regimes do ressalto hidráulico. A Figura 9a,
que apresenta os valores de R2, mostra que o modelo Stacking obteve desempenho consis-
tentemente elevado, superando os demais em quase todos os valores de Fr analisados, com
exceção de Fr = 2, onde o Random Forest apresentou desempenho ligeiramente superior.
O MLP apresentou os menores valores de R2, especialmente nos menores Fr, o que sugere
uma relativa limitação do modelo em representar a não linearidade mais acentuada nessas
condições, embora os valores de R2 tenham sido altos.

A Figura 9b mostra que os menores valores de erro quadrático médio (MSE) também
são associados ao Stacking, com destaque para os Fr experimentais, nos quais o modelo
obteve os melhores resultados. O XGBoost, por outro lado, apresentou maiores variações
no MSE, com picos notáveis em Fr = 5, 8 e 9. Essa tendência se repete na Figura 9c,
que mostra o erro absoluto médio (MAE), em que o modelo Stacking mantém os menores
valores, reforçando sua robustez. O Random Forest apresentou desempenho competitivo,
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especialmente nos Fr extremos (2 e 9.26), enquanto o MLP registrou os maiores erros em
quase todas as faixas.

Figura 9: Comparação entre os modelos preditivos para valores individuais de Fr: (a)
Coeficiente de determinação (R2); (b) Erro quadrático médio (MSE); (c) Erro absoluto
médio (MAE).

(a)

(b)

(c)
Fonte: OS AUTORES, 2025

Apesar da convergência nas métricas R2, MSE e MAE indicarem o Stacking como
melhor preditor, a análise qualitativa revelou que, em alguns casos, esse modelo gerou
discrepâncias fisicamente inconsistentes nos perfis de p*, o que não ocorreu com o Random
Forest. Isso sugere que métricas estatísticas podem não capturar desvios locais relevantes,
reforçando a necessidade de avaliação visual e coerência hidráulica na aplicação de modelos
de aprendizado de máquina a escoamentos.
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Previsão a partir de um dos modelos testados
Com o objetivo de ampliar a aplicabilidade prática dos modelos treinados, foi imple-

mentada uma funcionalidade interativa (ver código na Figura 10) que permite ao usuário
fornecer um valor do número de Froude (Fr) de interesse e, com base nesse valor, obter a
predição do perfil da variável adimensional p* ao longo de x/hj. Essa predição é possível
mesmo para valores de Fr não pertencentes ao conjunto original de dados, uma vez que
os modelos foram treinados de forma global, utilizando como variáveis de entrada tanto
Fr quanto x/hj.

Dessa forma, a interpolação entre diferentes curvas de Fr não é realizada por métodos
tradicionais, como interpolação linear entre curvas conhecidas, mas sim por inferência
estatística realizada diretamente pelos algoritmos de aprendizado de máquina. Os modelos
aprendem a relação multivariada entre Fr, x/hj e p*, permitindo estimar o perfil completo
de p* para qualquer valor de Fr dentro do intervalo de treinamento. A entrada fornecida
ao modelo é uma malha de pontos de x/hj associada ao valor constante de Fr especificado,
e a predição do perfil é feita ponto a ponto por meio do modelo treinado.

O usuário pode escolher entre quatro modelos: Random Forest (100 árvores), MLP
(2000 iterações), XGBoost (erro quadrático) e Stacking Regressor, que combina os três
anteriores com Random Forest como meta-estimador. A predição envolve padronização
das variáveis, aplicação do modelo e retorno aos valores reais de p*. Essa abordagem
permite a geração de perfis contínuos e fisicamente coerentes de p* em função de x/hj,
mesmo para valores intermediários de Fr, ampliando as possibilidades de aplicação prática
em contextos computacionais e experimentais. Destaca-se que para valores de Fr fora do
intervalo dos dados de treinamento, será realizada extrapolação, cujos resultados devem
ser utilizados com cautela, devendo ser evitados.

Conclusão

O presente artigo avaliou a capacidade de algoritmos de aprendizado de máquina em pre-
ver o perfil da pressão média adimensionalizada (p*) ao longo do escoamento em ressaltos
hidráulicos, em função da razão x/hj. A partir da combinação de dados experimentais
e resultados de simulações numéricas por CFD, foram desenvolvidos modelos regressi-
vos com redes neurais artificiais (MLP), Random Forest, XGBoost e Stacking, utilizando
abordagem global e também por número de Froude (Fr) individualizado. Os dados foram
previamente interpolados por LOWESS, assegurando suavidade nas curvas e densidade
adequada de pontos para o treinamento. As predições demonstraram que o modelo Ran-
dom Forest apresentou o melhor desempenho global em termos de acurácia e consistência
física, com excelente capacidade de seguir a tendência dos dados para diferentes valores
de Fr, inclusive nos extremos. O modelo Stacking também obteve bom desempenho, mas
apresentou discrepâncias localizadas em valores elevados de x/hj, que não se alinham

12



Revista do Seminário Internacional de Estatística com R - ISSN: 2526-7299
Edição: Outubro Volume: 6 Número: 1

DOI: 10.5281/zenodo.18929507
Ano: 2025

com o comportamento esperado para o final do ressalto, o que motivou sua não adoção
como preditor para aplicações práticas. O modelo MLP mostrou-se sensível a variações
locais, enquanto o XGBoost teve desempenho intermediário. Os resultados quantitati-
vos confirmaram a superioridade do Random Forest em praticamente todas as métricas
e valores de Fr testados, validando sua escolha como algoritmo principal para a geração
de perfis de p* interpolados em novos valores de Fr não experimentais. A estratégia
adotada permitiu criar uma base contínua de predição com fundamentação física, poten-
cialmente útil em aplicações de projeto, análise e instrumentação de ressaltos hidráulicos.
Para trabalhos futuros, sugere-se a aplicação de novos bancos de dados que contenham
outras variáveis de entrada relacionadas ao ressalto, como o comprimento do ressalto e
o comprimento do rolo do ressalto, assim como os momentos centrais curtose e assime-
tria das pressões instantâneas junto ao fundo do ressalto. Também seria útil desenvolver
abordagens que combinem métricas quantitativas e qualitativas para avaliação preditiva,
assegurando maior coerência física nos resultados.
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Figura 10: Código em Python para execução do modelo.
Fonte: OS AUTORES, 2025
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